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第三节微积分基本定理

一、积分上限函数及其导数

二、微积分的基本定理

第五章



2

一、积分上限函数及其导数
定义

)(xfy =

xbao
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x

x在[a, b]上任意取定一个值时，

上面积分有确定的值与之对应，

它在[a, b]上定义了一个新的函数Φ (x)         
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称为积分上限函数
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则积分上限函数
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定理的重要意义：

（1）肯定了连续函数的原函数是存在的；

（2）给出了积分变限函数的求导公式：
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的导数。对所给定的函数
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解:

tue
x

t
u d ]d[
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1 2
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则积分 是变上限 x 的函数)
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→ xx
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∫ −
所以 是 t 的连续函数。
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二、微积分基本定理
(牛顿—莱布尼兹公式)

在变速直线运动中, 已知位置函数

与速度函数 之间有关系: )()( tvts =′

内经过的路程为

ttv
T

T
d)(2

1∫ )()( 12 TsTs −=

( ) ( )s t v t即： 是 的原函数

)()(d)( aFbFxxf
b

a
−=∫ (牛顿-莱布尼兹公式)

定理2.

函数,则
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)()(d)( aFbFxxf
b

a
−=∫ (牛顿-莱布尼兹公式)

证: 根据定理 1, 故

( ) ( )d
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a
F x f t t C= +∫

因此 )()(d)( aFxFttf
x

a
−=∫

得
记作 [ ])(xF

a
b

)(xF=
a
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定理2.

函数,则

a b=当 时也成立

a b>当 时： ( )d ( ) ( )
a

b
f x x F a F b= −∫

( )d ( )d ( ) ( )
b a

a b
f x x f x x F b F a⇒ = − = −∫ ∫
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★ 微积分基本定理

1( )d ( )( )
b

a
f x x f b aξ= −∫ 2( )( ) ( ) ( )F b a F b F aξ′ − = −

牛顿——莱布尼兹公式

积分中值定理 微分中值定理

把求定积分问题转化为求原函数的问题.

牛顿莱布尼兹公式

=

( ) ( )F x f x′ =设

21 ( , )a bξξ ∈=可以取
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例9. ，设
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[1, 2]计算第二个积分时，在 上规定

1 ( ) 5x f x= =当 时
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( ) ( , ) ( )
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f x a b f a
f b

+
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若 在区间 内连续，且 和

存在， 令
( ),

( ) ( ),
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F x f x a x b

f b x b
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 =
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 =

( ) ( )
b b

a a
f x dx F x dx=∫ ∫则

( )f x 可以在端点处无定义！
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∫∫ −−
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11
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x
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−

−

−∫ ∫分析： 与 求法不同，

x先视 为常数，分段讨论.
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例11 2 12

0 0
( ) ( )d 2 ( )d , ( )f x x x f x x f x x f x= − +∫ ∫已知 求
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0
d( )) (

x
f t f t tx− ∫

例12. 证明

在 内为单调递增函数 . 
证法一:

( ) 2
0

d)( ttf
x
∫

ttfxfx
x

d)()(
0∫

只要证

( ) 0F x′ >

0 0
( ) ( )d ( )d

x x
tf x x t t f tf t −  ∫∫

=
( ) 2

0
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x
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0 0
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x x
g x x f t t t f t t= − ∫∫令
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0 0
( ) ( )d ( )d

x x
g x x f t t t f t t= − ∫∫令

0 0
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x x
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x
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x
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( ) (0) 0g x g≥ =

例12. 证明

在

内为单调递增函数 . 
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例12. 证明

在

内为单调递增函数 . 
证法二:
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x
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0 0
( )d ( )d

a a
a f t t a f t t a=∫ ∫ 是常数

0
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x
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重要！
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x x
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0 0 0( ) ( )x x xϕ ψ= ∀常数 ( ) ( ),x x xϕ ψ⇒ = ∀

( )d
x

a
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x

a
f x x= ∫
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                                 =

例12. 证明

在 内为单调递增函数 . 

证法三:
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例13. 设 f (x)在[a , b]上连续且单调增加，

∫∫
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a
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d)(求证
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2
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a
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证明：

则 F (x) 单调增加，从而F (b)  ≥ F (a) = 0 
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≥
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a
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(x a f x x a f ξ−
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2

x a f x f ξ−
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